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成都树德中学高 2023级高三上期开学考试 

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合要求的. 

1. 若命题“
2R 2 6 0x x ax a  − + ， ”是假命题，则 a的取值范围是（    ） 

A. ( )0 6，  B. ( ) ( ),0 6,− +  

C.  0 6，  D. (   ),0 6,− +  

【答案】D 

【解析】 

【分析】由题意可知命题的否定为真命题，由判别式得到不等式，解得a的取值范围》 

【详解】命题“ 2R 2 6 0x x ax a  − + ， ”是假命题， 

则 2R 2 6 0x x ax a  − + ，  是真命题， 

∴ 24 24 0a a = −  ， 

解得： 6a  或 0a  ， 

即 a的范围是 (   ),0 6, −  + .  

故选：D. 

2. 设集合  2 1 1
2 1 1

32

xA x B x y x+ 
=  = = − + 
 
∣ ， ∣ ，则 A B =（    ） 

A. 1{ | }3x x −  B. { | 1}x x   C. { | 3}x x  −  D. { | 1 3}x x−    

【答案】C 

【解析】 

【分析】解指数不等式得集合A，求函数定义域得集合 B，然后根据交集的定义求解. 

【详解】因为集合  2 1 51
| 2 2 | 3

32

xA x x x+ − 
 = =  − 

 
＝ ，    | 1 1 | 1B x y x x x= = − + =  ， 

所以  | 3A B x x=  − . 

故选：C. 

3. 从装有 2 个红球和 2 个黑球的口袋内任取 2 个球，那么互斥而不对立的两个事件是（    ） 

A. 至少有一个红球与都是黑球 B. 至少有一个黑球与都是黑球 
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C. 至少有一个黑球与至少有 1 个红球 D. 恰有 1 个黑球与恰有 2 个黑球 

【答案】D 

【解析】 

【分析】根据互斥事件以及对立事件的定义逐一判断四个选项的正误即可得正确选项. 

【详解】从装有 2 个红球和 2 个黑球的口袋内任取 2 个球，可能为：1 红 1 黑、2 红、2 黑， 

对于 A：至少有一个红球包括 1 红 1 黑、2 红，与都是黑球是对立事件，不符合题意，故选项 A 不正确； 

对于 B：至少有一个黑球包括 1 红 1 黑、2 黑，与都是黑球不是互斥事件，不符合题意，故选项 B 不正

确； 

对于 C：至少有一个黑球包括 1 红 1 黑、2 黑，至少有 1 个红球包括 1 红 1 黑、2 红，这两个事件不是互斥

事件，不符合题意，故选项 C 不正确； 

对于 D：恰有 1 个黑球与恰有 2 个黑球是互斥事件而不是对立事件，符合题意，故选项 D 正确； 

故选：D. 

4. 在等差数列 na 中， 11 33S = ，则 5 8 9

1

3
+ − =a a a （   ） 

A. 5 B. 4 C. 3 D. 2 

【答案】A 

【解析】 

【分析】根据等差数列求和公式得到 1 5 3a d+ = ，进而由等差数列通项公式基本量计算出答案. 

【详解】设公差为d ， 11 33S = ，即 1

11 10
11 33

2
a d


+ = ，故 1 5 3a d+ = ， 

( ) ( )5 8 9 1 1 1 1

1 1
4 7 5

5 5
8 5 3

3 3 3 3
a a a a d a d a d a d+ − = + + + − + = + =  = . 

故选：A 

5. 已知 , , ,m n a b  是两条不重合的直线，  ，  是两个不重合的平面，则下列说法正确的是（   ） 

A. 若 , / / ,m n   ⊥ ⊥  ，则 m n⊥  

B. 若 / /m n m n ⊥ ⊥， ，  ，则  ⊥  

C. 若 / / / / / /m n m n ， ，  ，则 / /   

D. 若 / /a a b     =， ，  ，则 / /a b  

【答案】D 

【解析】 

【分析】利用空间线、面平行或垂直的判定与性质，对每个选项逐一判断，通过举反例可判断 ABC，由线
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面平行的性质可判断 D. 

【详解】对于 A，如图所示： / /m n   ⊥ ⊥， ， ，但 / /n m，故 A 错误； 

 

对于 B.，如图所示：满足 / /m n m n ⊥ ⊥， ，  ，但 / /  ，故 B 错误； 

 

对于 C，满足 / / / / / /m n m n ， ， ，但 ,  不平行，故 C 错误； 

 

对于 D， / /a a b     =， ，  ，由线面平行的性质可和 / /a b，故 D 正确. 

故选：D. 

6. 已知函数 ( )
π

sin 3 ( 0)
3

f x x 
  

= +   
  

的最小正周期为 π，则 ( )f x 在
π π

,
12 6

 
− 
 

的最小值为（   ） 

A. 
3

2
−  B. 

3

2
−  C. 0 D. 

3

2
 

【答案】A 

【解析】 

【分析】根据最小正周期可以求出参数，再结合函数的单调性求出最值. 

【详解】化简原函数得 ( ) ( )sin 3f x x = + ，即 ( ) sin3f x x=−  

由函数的最小正周期为，可得
2

3
T





= = ，所以

2

3
 = . 

因为 0  ，所以
2

3
 = 时，则 ( ) sin2f x x= − ， 
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由 ,
12 6

x
  

 − 
 

，得2 ,
6 3

x
  

 − 
 

，
1 3

sin 2
2 2

x
 

 − 
 

， ， 

所以 ( )
3

2min
f x = − ，故选 A. 

7. 定义在R上函数满足 ( ) ( )
1

1
2

f x f x+ = ，且当  )0,1x 时， ( ) 1 2 1f x x= − − .则使得 ( )
1

16
f x  在

 ),m + 上恒成立 m的最小值是（    ） 

A. 
7

2
 B. 

9

2
 C. 

13

4
 D. 

15

4
 

【答案】D 

【解析】 

【分析】由题意可得，在区间 )( ), 1n n n Z+  上， ( ) ( )
1 1

1 2 2 1
2 2n n

f x x n = − − +   ，作函数

( )y f x= 的图象，如图所示，然后结合图像可求出m的最小值 

【详解】根据题设可知，当  )1,2x 时，  )1 0,1x−  ，故 ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 2 3
2 2

f x f x x= − = − − ， 

同理可得：在区间 )( ), 1n n n Z+  上， ( ) ( )
1 1

1 2 2 1
2 2n n

f x x n = − − +   ， 

所以当 4n  时， ( )
1

16
f x  . 

作函数 ( )y f x= 的图象，如图所示. 

在
7

,4
2

 


 
上，由 ( )

1 1
1 2 7

8 16
f x x=  − −  =  ，得

15

4
x = . 

由图象可知当
15

4
x  时， ( )

1

16
f x  . 

故选：D. 

 

【点睛】此题考查函数在给定区间上恒成立问题，考查数形结合思想，属于中档题 

的
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8. 如图， 1 2F F， 为双曲线的左右焦点，过 2F 的直线交双曲线于B D， 两点， 3，OD E= 为线段的 1DF

中点，若对于线段 1DF 上的任意点P，都有 1 1PF PB EF EB   成立，且 1 2BFF△ 内切圆的圆心在直线

2x = 上.则双曲线的离心率是（    ） 

 

A  
4

3
 B. 3  C. 2 D. 

3

2
 

【答案】D 

【解析】 

【分析】由 1 1PF PB EF EB   可得
1 2

DF DF⊥ .由 3OD = ，可得 1 2 6FF = . 

又由 1 2BFF△ 内切圆的圆心在直线 2x = 上，可得 2a = ，据此可得答案. 

【详解】如图 1，取 1BF 中点为 Q，连接 EQ，PQ.则

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1
4

4 4 4
PF PB PF PB PF PB PQ BF PQ BF

   
 = + − − = − = −  

  
， 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1
4

4 4 4
EF EB EF EB EF EB EQ BF EQ BF

   
 = + − − = − = −  

  
. 

因 1 1PF PB EF EB   ，则

2 2 2 2 2 2

1 1

1 1

4 4
PQ BF EQ BF PQ EQ PQ EQ−  −     ，因直线外一点到直线连线

中垂线段最短，则EQ为 1DF 垂线.因 Q为 1BF 中点，E为 1DF 中点，则 

2
EQ DF ，得

1 2
DF DF⊥ .又 DO为直角三角形斜边 1 2F F 中线，则 1 2

2 6 3F F c c= =  = . 

如图 2，设 1 2BFF△ 内切圆的圆心为 I，内切圆与 1 2F F 交点为M，与 1BF 交点为 T，与 2BF 交点为 N.则

1 2IM FF⊥ ， 2OM = ，又 1 2
3OF OF= = ，则 1 2 4MF MF− = . 

又由切线性质，可知 1 1 2 2
， ，BT BN FT FM F M F N= = = ，则 

1 2 1 1 1 2
2 4 2BF BF TF NF FM F M a a− = − = − = =  = . 

.
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则离心率为
3

2

c
e

a
= = . 

故选：D 

 

【点睛】结论点睛：本题涉及以下结论： 

（1）极化恒等式： ( ) ( )
2 21

4
a b a b a b

 
 = + − − 

 
； 

（2）双曲线焦点三角形的内切圆圆心在直线 x a= 上. 

二、选择题：本题共 3小题，每小题 6分，共 18分.在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求.全部选对的得 6分，有二个正确选项的，每个选项 3分，有三个正确选项的，每个选

项 2分，有选错的得 0分. 

9. 已知高二（1）（2）（3）班三个班的学生人数之比为 3∶3∶4.在某次数学考试中，高二（1）班的不及格

率为 10%，高二（2）班的不及格率为 20%，高二（3）班的不及格率为 15%，从三个班随机抽取一名学

生.记事件 A= “该学生本次数学考试不及格”，事件 iB = “该学生在高二（ i ）班”（ 1i = ，2，3），则

（    ） 

A. ( ) 0.3iP B =  

B. ( ) 0.15P A =  

C. A与 3B 相互独立 

D. 
( )
( )

1

3

1

2

P B A

P B A
=  

【答案】BCD 

【解析】 

【分析】利用古典概型的概率计算公式可判断 A；根据全概率公式可判断 B；根据独立事件的概率乘法公式

可判断 C；根据条件概率公式计算结论可判断 D. 

【详解】对于 A， ( )1

3
0.3

3 3 4
P B = =

+ +
， ( )2

3
0.3

3 3 4
P B = =

+ +
， ( )3

4
0.4

3 3 4
P B = =

+ +
，故 A 错

误； 
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对于 B，由题意， ( )1 0.1P A B = ， ( )2 0.2P A B = ， ( )3 0.15P A B = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 0.15P A P B P A B P B P A B P B P A B= + + = ，故 B 正确； 

对于 C，由 ( ) ( )3 0.15P A P A B= = ，则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3P AB P A B P B P A P B= = ， 

即A与 3B 相互独立，故 C 正确； 

对于 D， ( )
( )
( )

( ) ( )

( )
1 11

1

1

5

P A B P BP AB
P B A

P A P A
= = = ， ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
3 33

3

2

5

P A B P BP AB
P B A

P A P A
= = = ， 

( )
( )

1

3

1

2

P B A

P B A
= ，故 D 正确. 

故选：BCD. 

10. 若△ABC的内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，且满足
23 6 sin 0

2

A B
b a a

+
− + = ，则下列结论

正确的是（    ） 

A. 角 C一定为锐角 B. 2 2 23 5 3a b c+ =  C. 4tan tan 0A C+ =  D. tan B 的最大值为
3

4
 

【答案】BCD 

【解析】 

【分析】先由倍角公式化简得cos
3

b
C

a
= − 即可判断 A 选项；由余弦定理即可判断 B 选项；由正弦定理即

及和角公式可判断 C 选项；由正切和角公式及基本不等式即可判断 D 选项. 

【详解】由
23 6 sin 0

2

A B
b a a

+
− + = 可得

1 cos( )
3 6 0

2

A B
b a a

− +
− +  = ，又 A B C+ = − ，故

3 3 3 cos 0b a a a C− + + = ， 

cos 0
3

b
C

a
= −  ，故C 为钝角，A 错误； 

又由余弦定理，
2 2 2

cos
2 3

a b c b
C

ab a

+ −
= = − ，化简得 2 2 23 5 3a b c+ = ，B 正确； 

由正弦定理
sin

cos
3sin

B
C

A
= − ，即3sin cos sin 0A C B+ = ，又 A C B+ = − ，故

( )3sin cos sin 0A C A C+ + = ， 

即4sin cos sin cos 0A C C A+ = ，即4tan tan 0A C+ = ，C 正确； 

由上知，C 为钝角，故 0,
2

A
 

 
 

， tan 0A ，
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( )
( )

tan tan tan 4tan
tan tan

tan tan 1 tan 4tan 1

A C A A
B A C

A C A A

+ −
= − + = = =

−  − −
 

2

3tan 3 3 3

14tan 1 414tan 2 4 tan
tan tan

A

A
A A

A A

=  =
+

+ 
，当且仅当

1
4tan

tan
A

A
= ，即

1
tan

2
A= 时取

等，D 正确. 

故选：BCD. 

11. 双纽线，也称伯努利双纽线，伯努利双纽线的描述首见于 1694 年，雅各布·伯努利将其作为椭圆的一种

类比来处理．椭圆是由到两个定点距离之和为定值的点的轨迹，而卡西尼卵形线则是由到两定点距离之乘

积为定值的点的轨迹，当此定值使得轨迹经过两定点的中点时，轨迹便为伯努利双纽线．已知曲线 C（如图

所示）过坐标原点 O，且 C上的点 ( ),P x y 满足到两个定点 ( )1 ,0F a− ， ( )2 ,0 ( 0)F a a  的距离之积为 4，

则下列结论正确的是（   ） 

 

A. 2a =  

B. 点 ( ),1 ( 0)M x x  在 C上，则 1 2 2MF =∣ ∣  

C. 点 N在椭圆
2 2

1
6 2

x y
+ = 上，若 1 2FN F N⊥ ，则 N C  

D. 过 2F 作 x轴的垂线交 C于 A，B两点，则 2AB ∣ ∣  

【答案】ACD 

【解析】 

【分析】根据题目给的伯努利双纽线的概念，结合圆锥曲线中的焦点概念，直线与圆锥曲线的关系，分别判

断各选项的正误. 

【详解】由题意， 1 2 4PF PF = ，即 2 2 2 2( ) ( ) 4x a y x a y+ +  − + = ， 

对于 A，因曲线C 过原点O，将 ( )0,0O 代入，解得 2a = ，故 A 正确； 

对于 B，由点 ( ),1 ( 0)M x x  在C 上，得 2 2

1 2 ( 2) 1 ( 2) 1 4MF MF x x   = + + − + =    ， 

化简得 4 26 9 0x x− + = ，解得 2

13, ( 3 2) 1 2 2x MF= = + +  ，故B错误； 
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对于C，椭圆
2 2

1
6 2

x y
+ = 的焦点坐标恰好为 ( )1 2,0F − 与 ( )2 2,0F ，则 1 2 2 6F N F N+ = ， 

由 1 2FN F N⊥ ，得：
2 2

1 2 16F N F N+ = ， 

则
( ) ( )2 2 2

1 2 1 2

1 2 4
2

F N F N F N F N
F N F N

+ − +
 = = ， N C ，故 C 正确； 

对于 D，设 ( )2,A y ，则 2AB y= ，而 A C ，则 1

4
AF

y
= ， 

又根据勾股定理得
2 2

1 16AF y= + ，则
2

2

16
16 y

y
= + ，化简得 4 216 16 0y y+ − = ， 

解得 2 24 5 8, 1 4 5 9 0y y= − − = −  ，因此 1, 2y AB  ，故 D 正确； 

故选：ACD． 

三、填空题：本题共 3小题，每小题 5分，共 15分. 

12. 已知数列 na 中， 1 2a = ， 1 3 2n na a+ = − ， +nN ，则数列 na 的通项公式为______． 

【答案】
11 3n

na −= +  

【解析】 

【分析】结合给定递推关系构造等比数列，进而求出
11 3n

na −= + 即可. 

【详解】由 1 3 2n na a+ = − ，得 ( )1 1 3 1n na a+ − = − ， 

由于 1 1 1 0a − =  ，因此 1na − 是首项为1，公比为3的等比数列， 

从而可得
1 11 313n n

na − −− = = ，则
11 3n

na −= + ． 

故答案为：
11 3n

na −= + ． 

13. 甲、乙、丙等 8 名同学将作为志愿者参加三个养老院的志愿服务工作，每个养老院至少安排 2 名志愿

者，每名志愿者只能去一个养老院，且甲、乙、丙三人必须在同一养老院进行志愿服务，则有________种

不同的分配方案. 

【答案】150 

【解析】 

【分析】根据不同的人数分配比例分别计算分配方案数，再将两种情况的方案数相加得到总的分配方案数. 

【详解】依题意，人数的分配有4: 2: 2和3:3: 2两种， 
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若是4: 2: 2，则有

2 2
1 34 2
5 32

2

C C
C A 90

A
  = 种， 

若是3:3: 2，则有
3 3

5 3C A 60 = 种，则共有 150 种不同的分配方案. 

故答案 ：150. 

14. 若函数 ( )
3

21
ln

6 2

x a
f x x ax x ax

+
= − + − 有两个极值点，则a的取值范围是_____． 

【答案】
1

,0
2

 
− 
 

 

【解析】 

【分析】令 ( ) 0f x = 得
22

2
ln

x x
a

x x

−
=

−
，令 ( ) ( )

22
, 0,

ln

x x
g x x

x x


−
=  +

−
，将函数 ( )f x 的零点问题转化

为 ( )g x 的图象和直线 2y a= 的交点问题，利用导数判断出 ( )g x 的单调性，结合图象可得答案. 

【详解】 ( )f x 的定义域为 ( ) ( ) ( )
2

0, , 1 ln
2

x
f x a x a x+ = − + + ， 

因为 ( )f x 有两个极值点，所以函数 ( )f x 在 ( )0, + 上有两个变号零点， 

令 ( ) ( )
2

1 ln 0
2

x
f x a x a x= − + + = ，则

2

ln 0
2

x
x ax a x− − + = ， 

即 2 2 2 2 ln 0x x ax a x− − + = ，所以
22

2
ln

x x
a

x x

−
=

−
，令 ( ) ( )

22
, 0,

ln

x x
g x x

x x


−
=  +

−
， 

所以将函数 ( )f x 的零点问题转化为 ( )g x 的图象和直线 2y a= 的交点问题， 

求导得 ( )
( )( ) ( )

( )

2

2

1
2 2 ln 2

ln

x
x x x x x

x
g x

x x


− 
− − − −  

 = =
−

( )( )

( )
2

1 2ln 2

ln

x x x

x x

− − −

−
， 

令 ( ) ( )2ln 2, 0,h x x x x = − −  + ，则 ( )
2 x

h x
x


−

= ， 

易知 ( )h x 在 ( )0,2 上单调递增，在 ( )2, + 上单调递减， 

( ) ( )2 2ln2 4 0h x h = −  ，则 ( ) 0h x  恒成立， 

所以当0 1x  时， ( ) ( )0,g x g x  在 ( )0,1 上单调递减； 

当 1x  时， ( ) ( )0,g x g x  在 ( )1, + 上单调递增， 

为
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所以 ( ) ( )
min

1 1g x g= = − ，又因为 ( ) ( )0, 0x g x x g x → → →+ →+； ， ， 

则 ( )g x 的图象如图所示，要使 ( )g x 的图象和直线 2y a= 有两个交点， 

由图象知 1 2 0a−   ，即
1

0
2

a−   ，所以a的取值范围为
1

,0
2

 
− 
 

． 

 

四、解答题：本题共 5小题，共 77分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 

15. 在 ABCV 中，内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，已知
π

2 cos
3

b a C
 

= − 
 

． 

（1）求A； 

（2）若 2 3b c= ，且 ABCV 面积2 3， 

（ⅰ）求a的值； 

（ⅱ）求 ( )cos 2B A− ． 

【答案】（1）
π

6
     

（2）（ⅰ）2 7 （ⅱ）
3 3

14
−  

【解析】 

【分析】（1）由正弦定理，三角函数恒等变换的应用化简已知等式可得
3

tan
3

A= ，结合范围

( )0,πA ，可求A的值． 

（2）（ⅰ）由已知利用三角形的面积公式可求c的值，进而可求b 的值，根据余弦定理可得a的值；（ⅱ）由

余弦定理求得cos B，进而可得sin B ，再根据两角差余弦及二倍角公式求解即可. 

【小问 1 详解】 

因为
π

2 cos
3

b a C
 

= − 
 

， 

所以
π π

2 cos cos sin sin
3 3

b a C C
 

= + 
 

，可得： cos 3 sinb a C a C= + ， 
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由正弦定理可得：sin sin cos 3sin sinB A C A C= + ， 

可得： ( )sin sin cos cos sin sin cos 3sin sinA C A C A C A C A C+ = + = + ， 

因为 ( )0,πC ，所以sin 0C  ， 

所以cos 3sinA A= ，即
3

tan
3

A= ， 

因为 ( )0,πA ，所以
π

6
A=  

【小问 2 详解】 

（ⅰ）因为 2 3b c= ，且
1

sin 2 3
2

ABCS bc A= = ， 

解得： 2c = ， 4 3b = ， 

由余弦定理可得： 2 2 2 3
2 cos 48 4 2 4 3 2 28

2
a b c bc A= + − = + −    = ，解得： 2 7a =  ； 

（ⅱ）由余弦定理可得
2 2 2 28 4 48 2 7

cos
2 72 2 7 2

a c b
B

ac

+ − + −
= = = −

 
， 

所以
21

sin
7

B = ，
2 1

cos2 2cos 1
7

B B= − = ，
4 3

sin 2 2sin cos
7

B B B= = − ， 

所以 ( )
1 3 4 3 1 3 3

cos 2 cos2 cos sin 2 sin
7 2 7 2 14

B A B A B A− = + =  −  = − . 

16. 已知函数 ( ) 2 31
ln ,

2
f x x a x a a= − + R． 

（1）当 1a = 时，求曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )2 2f, 处的切线方程； 

（2）若 ( )f x 有极小值，且 ( ) 32
2

a
f x a − ，求a的取值范围． 

【答案】（1）
3

ln2
2

y x= −      

（2） ( 0,1  

【解析】 

【分析】（1）当 1a = 时， ( ) 21
ln 1

2
f x x x= − + ，求导得 ( )

1
f x x

x
 = − ，根据导数的几何意义，得到切线

方程的斜率，再结合切线方程过定点 ( )( )2, 2f 得到切线方程. 

（2）根据函数 ( ) 2 31
ln ,

2
f x x a x a a= − + R得到函数的定义域为 0x  ，对 ( )f x 求导，讨论 a的范围，
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结合导数判断函数的单调性，确定函数是否存在极小值，结合题给条件 ( ) 32
2

a
f x a − 得到关于 a的不等

式，构造关于 a的新函数，求导判断函数单调性，解不等式求解. 

【小问 1 详解】 

因为 1a = ，所以 ( ) 21
ln 1

2
f x x x= − + ， 

求导得 ( )
1

f x x
x

 = −  

所以 ( )
1 3

2 2
2 2

f = − = ， 

又因为 ( )2 3 ln2f = − ， 

故曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )2, 2f 处的切线方程为
3

ln2
2

y x= − ． 

【小问 2 详解】 

由函数 ( ) 2 31
ln ,

2
f x x a x a a= − + R可知， 0x  . 

求导得： ( )
2a x a

f x x
x x
=

−
= − ， 

当 0a  时，因为 0x  ，所以 ( ) 0f x  ， 

此时 ( )y f x= 为单调递增函数，没有极小值，与题意不符； 

当 0a  时， ( )
( )( )x a x aa

f x x
x x

+ −
= − = ， 

因为 0x  ，所以当 ( )0,x a 时， ( ) 0f x  ，当 ( ),x a  + 时， ( ) 0f x  ， 

所以函数 ( )f x 有极小值为 ( ) 3 31 1
ln ln

2 2 2

a
f a a a a a a a a= − + = − + ． 

又 ( ) 32
2

a
f x a − ，所以 ( ) 32

2

a
f a a − ，即

3 ln 0
2

a
a a a+ −  ， 

因为 0a  ，所以 22 ln 2 0a a+ −  ．  

设 ( ) 22 ln 2h a a a= + − ，则 ( )
1

4 0h a a
a

+ =  ， 

所以 ( ) 22 ln 2h a a a= + − 在 ( )0, + 上单调递增， 

又 ( )1 0h = ，所以 22 ln 2 0a a+ −  的解集为 ( 0,1 ，即a的取值范围是 ( 0,1 ． 

17. 已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)
x y

E a b
a b

+ =   的左右焦点分别为 1F ， 2F ，离心率为
1

2
，且点

2 3
( , 2)

3
在E上． 
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（1）求椭圆E的方程； 

（2）过点 ( )10B , 作直线 l 交椭圆E于 ,M N 两点，且点M 位于 x轴上方，设点 N 关于 x轴的对称点为

1N ，求 1BMN△ 面积的最大值． 

【答案】（1）
2 2

1
4 3

x y
+ = ；     

（2）
3 3

4
. 

【解析】 

【分析】（1）由给定的离心率及点，列出方程组求出 2 2,a b 即可. 

（2）设出直线 l 方程，与椭圆方程联立，利用韦达定理求出三角形面积的函数关系，再利用基本不等式求

出最大值. 

【小问 1 详解】 

由椭圆E的离心率为
1

2
，得

2 2 1

2

a b

a

−
= ，即

2 24

3
a b= ， 

由点
2 3

( , 2)
3

在E上，得
2 2

4 2
1

3a b
+ = ，解得 2 24, 3a b= = ， 

所以椭圆E的方程为
2 2

1
4 3

x y
+ = . 

【小问 2 详解】 

依题意，直线 l 不垂直于坐标轴，设直线 l 方程为 1x ty= + ， 0t  ， 

设点 2 2 21 1( , ), ( ), 0,N y M y yx x  ，则 1 1 1( , )N x y− ， 1 1| | 2NN y=− ， 

由 2 2

1

3 4 12

x ty

x y

= +


+ =
消去 x得 2 2(4 3 ) 6 9 0t y ty+ + − = ， ( )236 4 4 0t = +  ，

1 2 1 22 2

6 9
,

4 3 4 3

t
y y y y

t t

−
+ = − =

+ +
， 

所以
1 1 1 1 2 1 1 1

1 1
| | | || | | ||1 |

2 2
BMN MNN BNNS S S NN x x NN x= − = − − −  

1 2

1
2 1

2
y x= − 1 2 1 2

1
( 2 ) | 1| | 1 1|

2
y x y ty= − − = − + −  

2 21

9 9 | | 3 3

4 3 4
|

4 3 | |

| |
|

t t

t
y y t

t
=  =

+
= − ，当且仅当 23 4t = ，即

2
| |

3
t = 时取等号， 
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所以 1BMN△ 面积的最大值为
3 3

4
. 

 

18. 如图，平面四边形PBCD中，点A是线段PD上一点， AB PD⊥ ，且 4PD= ， 2CD = ，

=45ADC ，沿着 AB将三角形PAB折叠得到四棱锥P ABCD− ，折叠后 120PAD = ． 

 

（1）求证：平面PAD⊥平面 ABCD； 

（2）若 AP AD= ，求平面 PCD与平面 ABCD夹角的正切值； 

（3）若P，A，C ，D在同一个球面上，设该球面的球心为G ，证明：当球G 的半径最小时，点G 在

平面PAD内． 

【答案】（1）证明见解析     

（2）
6

3
     

（3）证明见解析 

【解析】 

【分析】（1）由图翻折可知 AB PA⊥ ， AB AD⊥ ，再利用面面垂直的判定证明即可； 

（2）过点A作 AE AD⊥ 交 PD于E，通过证明CD⊥平面 AEC，得到 ECA 为二面角P CD A− − 的

平面角，再求正切值即可； 

（3）设 PAD△ 和 ACD的外心分别M 和F ，则球心为过点M 和 N 且分别垂直于平面PAD、平面

ACD的两直线的交点G ，过点 N 作 NH AD⊥ 于H ，连接MH ，可知四边形GNHM 为矩形，设

AP t= ，通过计算可得外接球半径 ( )
22 7

2 4
12

R t= − + ，当 2t = 时，球G 的半径最小，此时点G 与点

M 重合即可证明. 

【小问 1 详解】 

在四边形PBCD中，因为 AB PD⊥ ，所以折叠后有 AB PA⊥ ， AB AD⊥ ． 
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又 PA AD A = ， AD平面PAD，PA平面PAD，所以 AB⊥平面PAD． 

又 AB平面 ABCD，所以平面PAD⊥平面 ABCD． 

小问 2 详解】 

由题意 2AD AP= = ，又 120PAD = ，故 30PDA = ， 

过点A作 AE AD⊥ 交PD于E，则
2 3

3
AE = ，连接 AC ， EC， 

 

因为平面PAD⊥平面 ABCD，面PAD⊥面 ABCD AD= ， AE平面PAD， 

且 AE AD⊥ ，所以 AE⊥平面 ABCD． 

因为CD平面 ABCD，所以 AE CD⊥ ，同理 AE AC⊥ ， 

因为 2AD= ， 2CD = ， =45ADC ，所以由余弦定理得

2 2 2 cos 2CA AD CD AD CD ADC= + −  = ， 

所以CD CA⊥ ， 

因为CA AE A= ，CA平面 AEC， AE平面 AEC，所以CD⊥平面 AEC． 

因为EC平面 AEC，所以CD EC⊥ ，所以 ECA 为二面角P CD A− − 的平面角． 

所以在Rt EAC△ 中，

2 3
63tan

32

AE
ECA

CA
 = = =

， 

所以平面 PCD与平面 ABCD夹角的正切值为
6

3
． 

【小问 3 详解】 

由（1）知平面PAD⊥平面 ABCD， 

设 PAD△ 和 ACD的外心分别M 和F ， 

因为P、A、C 、D均在以G 为球心的球面上， 

则球心为过点M 和 N 且分别垂直于平面PAD、平面 ACD的两直线的交点G ， 

过点 N 作 NH AD⊥ 于H ，连接MH ， 

设 PG R= ，显然四边形GNHM 为矩形， 

【
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所以 2 2 2 2 2 2GM PG PM NH DN DH= − = = − ． 

在 PAD△ 中，设 AP t= （0 3t  ）， 

由 120PAD = 及余弦定理得 2 4 16PD t t= − + ， 

再由正弦定理得 PAD△ 的外接圆半径
2

1

4 16

2sin120 3

PD t t
r PM

− +
= = =


． 

在 ACD中， 4AD t= − ， 2CD = ， =45ADC ， 

由余弦定理得 2 6 10AC t t= − + ， 

再由正弦定理得 ACD的外接圆半径
2

2

6 10

2sin 45 2

AC t t
r DN

− +
= = =


． 

所以

2

2 2 2

1 2
2

AD
R r r

 
− = − 

 
， 

即

2 2 2 2
2 2 2

1 2

4 16 6 10 8 16

2 3 2 4

AD t t t t t t
R r r

− + − + − + 
= + − = + − 

 
， 

所以 ( )
2

22 7 28 76 7
2 4

12 12

t t
R t

− +
= = − + ，故当 2t = 时，球G 的半径最小， 

此时点G 与点M 重合，所以点G 在平面PAD内． 

19. 甲、乙两人比赛，比赛规则为：共进行奇数局比赛，全部比完后，所赢局数多者获胜.假设每局比赛甲

赢的概率都是 p （ 0 1p  ），各局比赛之间的结果互不影响，且没有平局. 

（1）
1

2
p = ，若两人共进行 5 局比赛，设两人所赢局数之差的绝对值为 X ，求 X 的分布列和数学期望； 

（2）
2

3
p = 时，若两人共进行2 1n+ （ *nN 且 2n  ）局比赛，记事件 kA 表示“在前2 1n− 局比赛中甲

赢了 ( )0,1,2, ,2 1k k n= − 局”.事件B表示“甲最终获胜”.请写出
2

0

n

k

k

P B A
−

=

 
 
 
 ， ( )1nP B A − ，

( )nP B A ，
2 1

1

n

k

k n

P B A
−

= +

 
 
 

 的值（直接写出结果即可）； 

（3）若两人共进行了 ( )*2 1n n− N 局比赛，甲获胜的概率记为 nP .证明：
1

1
2

p  时，

2 1 1n n n nP P P P+ + +−  − . 

【答案】（1）分布列见解析， ( )
15

8
=E X      
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（2）
2

0

0
n

k

k

P B A
−

=

 
= 

 
 ， ( )1

4

9
nP B A − = ， ( )

8

9
nP B A = ，

2 1

1

1
n

k

k n

P B A
−

= +

 
= 

 
      

（3）证明见解析 

【解析】 

【分析】（1）求出 X 的可能取值和对应的概率，得到分布列和数学期望； 

（2）分析可得0 2k n  − 时，
2 1

1 2
2

n
k k k n

+
 +  +   ，故乙最终获胜，则

2

0

0
n

k

k

P B A
−

=

 
= 

 
 ，同

理求出其他的条件概率； 

（3）在（2）的基础上，结合全概率公式可得 ( ) ( )1 2 1C 1 2 1
nn n

n n nP P p p p+ −= + − − ，故

( ) ( )1 2 1C 1 2 1
nn n

n n nP P p p p+ −− = − − ，当
1

1
2

p  时， 1 0n nP P+ −  ，在利用作商法和基本不等式得到

( )2 1

1

4 1 1n n

n n

P P
p p

P P
+ +

+

−
 −

−
≤ ，最终证明出结论. 

【小问 1 详解】 

X 的可能取值为 1，3，5， ( )
2 3

2

5

1 1 5
1 C 2

2 2 8
P X

   
= =    =   

   
，

( )
1 4

1

5

1 1 5
3 C 2

2 2 16
P X

   
= =    =   

   
， ( )

5
1 1

5 2
2 16

P X
 

= =  = 
 

， 

X 的分布列为： 

X  1 3 5 

P  
5

8
 

5

16
 

1

16
 

( )
5 5 1 15

1 3 5
8 16 16 8

E X =  +  +  = ； 

小问 2 详解】 

当0 2k n  − 时，
2 1

1 2
2

n
k k k n

+
 +  +   ， 

故乙最终获胜，则
2

0

0
n

k

k

P B A
−

=

 
= 

 
 ， 

当 1k n= − 时，
2 1

1
2

n
k k n

+
 + =  ，

2 1
2 1

2

n
k n

+
+ = +  ， 

【
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故只有最后两场甲全赢才能最终获胜，故 ( )
2

1

2 4

3 9
nP B A −

 
= = 
 

， 

当 k n= 时，
2 1

2

n
k n

+
=  ，

2 1
2 1 1

2

n
k k n

+
+  + = +  ， 

最后两场甲至少赢一场才能最终获胜，故𝑃(𝐵|𝐴𝑛) = C2
1
×

2

3
×

1

3
+ (

2

3
)
2
=

8

9
， 

当 1 2 1n k n+   − 时，
2 1

2 1 1
2

n
k k k n

+
+  +   +  ， 

故甲最终获胜，故
2 1

1

1
n

k

k n

P B A
−

= +

 
= 

 
 ； 

【小问 3 详解】 

证明：结合（2），由全概率公式得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 11 1 2

1 2 1 2 1 2 1C 1 C 1 1 1 C 1
n n nn n n n n n

n n n n nP p p p p p p P p p
− −− −

+ − − −
   = −  + −  − − + − −
   

 

( ) ( ) ( )
1 21 1 2

2 1 2 1C 1 C 1 1
n nn n n n

n n nP p p p p p p
−− −

− −= + −  − −  −  

( ) ( ) ( ) ( )
11

2 1 2 1 2 1C 1 C 1 C 1 2 1
n n nn n n n n n

n n n n nP p p p p P p p p
++

− − −= + − − − = + − − ， 

所以 ( ) ( )1 2 1C 1 2 1
nn n

n n nP P p p p+ −− = − − ， 

当
1

1
2

p  时， 1 0n nP P+ −  ， 

又
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( )

( )

( )
( )

11 1 1

2 1 2 12 1

1 2 12 1

2 1 !
1

C 1 2 1 C 1 1 ! !

2 1 !CC 1 2 1

! 1 !

nn n n

n nn n

n nn n
n n nn

n
p p

p p p p p n nP P

nP P p p p

n n

++ + +

+ ++ +

+ −−

+
−

− − − +−
= = =

−− − −

−

 

( ) ( )
( )

2
14 2

1 4 1 4 1
1 2

p pn
p p p p

n

+ − +
= −  − = 

+  
≤ ， 

因为 1 0n nP P+ −  ，所以 2 1 1n n n nP P P P+ + +−  − ，即 2 12n n nP P P+ ++  . 

 

 

锦宏教育微信公众号：jh985211          锦宏教育客服微信：18117901643


